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 ANNALES D'LCONOMIE ET DE STATISTIQUE. - No 17- 1990

 ResoIution d'un modele
 Ir a

 macroeconomique avec
 anticipations
 rationnel les

 Jean-Pierre LAFFARGUE *

 RESUME. - La simulation d'un modele a anticipations rationnelles revient a
 r6soudre un systeme d'6quations aux diff6rences finies, a horizon illimite et avec
 contraintes initiales et terminales. L'article examine d'abord dans le cas lin6aire les
 erreurs commises en substituant une ech6ance born6e a celle infinie. II est ainsi en
 mesure d'evaluer diff6rentes procedures de choix de cet horizon et des conditions
 finales qui s'y rapportent, pour les modeles non lin6aires. II donne ensuite une
 breve revue des principales methodes de simulation utilis6es en macro6conomie.
 Puis il pr6sente une proc6dure de relaxation, non employ6e encore dans cette
 discipline, qui repose sur l'algorithme de Newton-Raphson et la triangulation d'une
 grosse matrice par l'6limination de Gauss.

 Solution of a macroeconomic model with ratio
 nal expectations

 ABSTRACT. - The simulation of a model with rational expectations requires the
 solution of a system of difference equations with initial and terminal conditions
 over an infinite time period. This paper first considers the linear case and investigates
 the kind of errors which result from the substitution of a finite horizon to the infinite
 one. The results which are found are applied to the evaluation of the various
 methods of choice of this horizon and the terminal conditions which are related to
 it, when the model is nonlinear. Then the paper gives a short review of the methods
 of simulation which are currently used in macroeconomics. Finally it presents a
 method of relaxation which has not been used yet in economics: this method rests
 upon the algorithm of Newton-Raphson and the triangulation of a large matrix by
 Gauss' elimination.

 * J. P. LAFFARGUE: Universite de Paris-I et CEPREMAP. Cette recherche a e effectu6e
 dans le cadre d'un projet qui associe MM. Malgrange, Pujol et moi-meme et qui est
 financ6 par le Commissariat General du Plan. J'ai b6n6ficie de discussions tres stimulan
 tes avec Malgrange et Pujol. Des critiques et suggestions de MM. Gouri6roux et Laroque
 ont et6 particulierement utiles et ont permis des ameliorations notables de la premiere
 version. Mes remerciements vont aussi a deux lecteurs anonymes des Annales. Les
 erreurs et insuffisances sont miennes.
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 1 Introduction

 L'introduction d'anticipations rationnelles des agents dans un modele
 macroeconometrique introduit des difficultes nouvelles pour la simulation
 previsionnelle. Celle-ci pouvait etre recursive, d'une date initiale a une finale,
 quand l'etat courant de l'economie ne dependait que de celui passe et des
 valeurs exogenes. Maintenant que le present est influence en plus par le
 futur que prevoit le modele, la trajectoire recherchee ne peut etre obtenue
 que simultanement pour toutes les periodes et cela jusqu'a l'infini.

 La difficulte de ce probleme conduit a l'approximer par un autre dont
 l'horizon est borne. Nous sommes alors confrontes a la resolution d'un
 systeme d'equations aux differences finies avec conditions initiales et termi
 nales (<< a deux bornes ?)).

 Les analystes numeriques ont etudie cette question et les economistes se
 sont inspires de leurs developpements. Actuellement nous pouvons distin
 guer deux types d'algorithmes. Le premier rassemble les methodes du tir.
 Elles consistent a poser un certain nombre de contraintes initiales supple
 mentaires, a calculer par simulation recursive leurs implications finales, a
 comparer celles-ci aux conditions terminales imposees et a reviser le choix
 de debut de periode jusqu'a ce qu'il ne conduise plus a de contradiction
 significative a la date d'echeance. Cette demarche ne s'est pas jusqu'a present
 revelee adaptee aux resolutions de gros modeles, a la difference de la
 seconde. Celle-ci regroupe les methodes de relaxation. Le gros systeme
 d'equations est resolu simultanement pour toutes les periodes. La structure
 dynamique du modele n'est pas directement exploitee, mais ses implications
 qui donnent une structure attrayante a la matrice d'incidence, sont utilisees.

 Les macroeconomistes ont fonde la resolution precedente sur l'algorithme
 de Gauss-Seidel et ses variantes. Nous introduisons dans cet article une
 methode de relaxation qui repose sur la procedure de Newton-Raphson,
 avec triangulation d'une grosse matrice par elimination de Gauss. Son
 efficacite peut-etre amelioree si nous isolons des variables de bouclage. Cette
 demarche apparailtra classique a l'analyste numerique, mais elle nous semble
 nouvelle en economie. '

 La seconde section examine le cas du modele lineaire autonome general.
 Celui-ci peut-etre ecrit sous une forme canonique particulierement commode.
 Apres elimination ou transformation de certaines variable, cette expression

 1. Pour resoudre un modele certains economistes preferent Gauss-Seidel, et d'autres Newton
 Raphson. Un aspect important du choix est la capacite de chacune de ces methodes a
 tirer parti du nombre important de zeros de la matrice d'incidence. Un interessant article
 d'HUGHES HALLET et FISHER [1987] donne un net avantage ai Gauss-Deidel. Mais s'ils
 appliquent cette methode avec les adaptations les plus judicieuses, nous n'avons pas ete
 convaincu qu'ils agissaient de meme avec l'algorithme de Newton-Raphson.
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 peut etre changee en une autre recursive du passe vers le futur. Les condi
 tions de Blanchard et Khan d'existence et d'unicite des trajectoires prevision
 nelles sont rappellees et discutees. Puis nous analysons les consequences
 d'une troncature de la periode de simulation en presence d'une erreur dans
 le choix de la nouvelle condition finale, ainsi que l'amplitude probable de
 cette erreur. La troisieme section discute de facon pragmatique des implica
 tions du developpement precedent au cas non lineaire et non autonome. Une
 revue des principales methodes de simulation utilisees en macroeconomie est
 donnee dans la quatrieme section. La cinquieme expose la procedure de
 relaxation que nous proposons. Une annexe informatique, non incluse dans
 cet article mais disponible, contient le programme FORTRAN de notre
 algorithme avec toutes les explications necessaires et une application au
 modele de LAFFARGUE et MALGRANGE [1987].

 2 Le cas lineaire autonome

 2. 1. Le probleme

 La forme generale d'un modele a anticipations rationnelles lineaire auto
 nome est:

 K H

 (1) E E Bkh t-kzt+h-k Lt
 k=O h=O

 t-kZt+h-k represente l'esperance de la valeur que prendra le vecteur des
 endogenes 'a la date (t + h - k) conditionnellement a' l'information disponible
 a l'instant (t - k). Celui-ci comprend l'observation des valeurs passees et
 courante des variables economiques. Bkh est une matrice de parametres fixes,
 et Lt un vecteur d'exogenes, convenablement dimensionne et suivant un
 processus stochastique. Pour que le modele soit une description coherente
 et achevee de l'economie, il convient qu'il definisse sans ambiguite l'etat
 courant de celle-ci si on lui fournit les valeurs passees et anticipees des
 endogenes et celle des exogenes. Aussi nous imposons la contrainte que Boo
 soit reguliere.

 BROZE, GOURIEROUX et SZAFARZ [1989] montrent dans le chapitre 5 qu'une
 adjonction de variables artificielles permet de reecrire le modele sous une
 forme canonique particulierement commode:

 (2) C1 ytN_ 1 + CoYt+ C_ 1 = U+ , C0 inversible.

 Leur procedure est rappellee dans I'annexe 1.

 Les nouvelles variables endogenes sont de trois types exclusifs les uns les
 autres. n1 d'entre elles apparaissent sous forme retardee et eventuellement

 ANTICIPATIONS RATIONNELLES 99
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 contemporaine; elles sont dites predeterminees. n2 autres figurent sous forme
 avancee, avec la possibilite d'etre presentes aussi sans decalage temporel;
 elles sont appelees anticipees. Les n3 dernieres grandeurs ne paraissent que
 pour leurs valeurs courantes et sont nommees statiques. Les trois categories
 de variables constituent a la date t les vecteurs y', y2 et y3 . L'empilement
 de ceux-ci dans l'ordre: y2, y3 et y', definit le vecteur des endogenes yt, de
 dimension : n = n1 + n2.+ n3.

 Nous nous interessons dans cet article 'a la determination de previsions
 effectuees a la date 0 que permet le systeme (2). Elles verifient

 (3) C10y1+ 2 C0y+=U, t ?1 (3) ~Cloyt -l+COOyt+C-1Oyt+1 out,t)
 I1 n'y aura pas d'ambiguite 'a omettre par la suite le preindice 0. Designons
 par C2, C3 et CO les trois matrices de respectivement n2, n3 et n1 colonnes,
 dont la concatenation forme CO. Effectuons le changement de variables:
 xt'=y, x2=Yt2 +1, x3=y3, et representons l'empilement de ces vecteurs dans
 l'ordre: x3, x, x 2, par xt. Le modele s'ecrit alors

 (4) C1 Xtl +C2Xt2 +(C3 ClC_)xt=Ut
 En general, pour xtl- et xt21 donnes, (4) ne determine pas xt de fa9on
 unique : il suffit pour qu'il n'en soit pas ainsi que certaines variables
 anticipees n'apparaissent sous forme avancee que par une meme combinai
 son lineaire. I1 est cependant possible, comme le montre l'annexe 2, de
 proceder a des eliminations et transformations de variables anticipees pour
 ramener le modele au cas oui l'unicite de xt est assuree. I1 n'est pas alors
 restrictif de considerer dans la suite de la section le systeme qui paraitrait a
 priori plus particulier:

 (5) xt=Axt_1 +ht, t 1

 Nous supposons que toutes les variables statiques ont ete eliminees; alors
 la dimension des vecteurs xt et ht est (n1 + n2), et A est une matrice carree
 de meme taille.

 (5) peut etre resolu sequentiellement vers le futur, c'est-a-dire xt peut etre
 calcule pour tout t ) 1, si les valeurs initiales xl et X4 sont donnees. I1 est
 raisonnable de considerer que cette derniere condition est remplie pour:
 xi= yi, c'est a dire que les variables predeterminees ont leur valeurs fixees
 'a la date precedant la premiere periode de simulation. I1 n'en est evidemment
 pas de meme pour: X4= y1. En revanche il semble justifie d'exiger que dans
 un environnement dont les caracteristiques seraient bornees, les endogenes
 du modele le soient aussi. 2 Cela nous conduit a introduire l'exigence, qui
 comme nous le verrons definit implicitement x2, qu'il n'existe qu'une solu
 tion bornee de (5) et que c'est celle-ci que nous retenons.

 2. Cette condition requiert que les variables figurant dans le modele aient et definies de
 fagon a n'avoir pas de croissance naturellement soutenue. Cela peut necessiter 1'ecriture
 de certaines equations en taux de variations et non pas en niveau, ou la < reduction >> de
 certaines grandeurs en les deflatant par une tendance temporelle, etc.
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 Pour simplifier le developpement qui suit nous preciserons cette contrainte
 d'une fa9on plus stricte qu'il n'est necessaire: ht tend vers une limite non
 nulle hoo quand t augmente indefiniment.

 2.2. Existence et unicite d'une trajectoire bornee

 Pour aborder cette question nous admettons que A a toutes ses valeurs
 propres distinctes. 3 Nous avons A1 la matrice diagonale des n' valeurs
 propres de module inf6rieur ou egal a 1, et W1 la matrice de dimension

 x (n1 + n2) des vecteurs propres a gauche associ's. W1l regroupe les n1
 premieres colonnes de W1 et W12 les (n1 + n2 - n) dernieres. Nous deduisons
 de (5)

 (6) W1 Xt=At W1 xO+ E At-jW1 hJ.
 j=1

 Nous faisons l'hypothese H1 que h. n'est orthogonal 'a aucune des lignes
 de W1. Alors, pour que W1 xt soit borne, il faut qu'il n'y ait pas de valeur
 propre de module egal a 1. 4 Nous definissons A2 et W2 de fa9on similaire
 pour les valeurs propres de module superieur 'a 1, en nombre n'. Nous
 posons l'hypothese H2 que W22, la matrice constituee des n' dernieres
 colonnes de W2, est reguliere, et notons W21 le tableau regroupant les
 autres colonnes. Nous deduisons de (5):

 (7) W2xt=At4W2xO+ E A h

 zero quand t augmente indefiniment, soit:

 (8) W2xO= E A2 JW2hj.
 j=l

 3. Au prix de quelques lourdeurs d'exposition que nous avons prefere eviter, cette hypothese
 peut etre levee (voir l'article de Blanchard et Khan).

 4. Nous pourrions faire l'hypothese plus g&nerale H1, qu'il peut exister des valeurs propres
 de module unite, a condition que hoo soit orthogonal aux vecteurs propres qui leur sont
 associes. Comme cette propriete resulte le plus souvent de relations d'exclusion dans la

 forme structurelle, on peut exiger qu'elle soit satisfaite pour tous les hi economiquement
 concevables, sans guere restreindre H,. La proposition 1 reste alors valide a condition de
 considerer que n1 represente le nombre de valeurs propres de module inferieur ou egal a
 1. Separons dans A1 et W1 une partie superieure Af et Wf, et une autre inferieure A1 *
 et W1*, associees respectivement aux valeurs propres de module egal ou superieur a 1.
 Alors W* xt et W2 xt continuent a tendre vers W1* x. et W2 x. quand t augmente
 indefiniment. Mais il n'en est pas de meme de: W* xt = A*t W* xo. Cette dependance
 eternelle de la trajectoire par rapport "a ses conditions initiales est appellee hysteresis et
 semble caracteriser certains phenomenes macroeconomiques contemporains. S'il n'y a pas

 de valeur propre egale a 1, x. est fixe de fagon unique. Sinon seuls sont definis (n, + n2 - 1)
 produits des vecteurs propres non associes a cette valeur avec x,,, dont la determination a
 un degre de liberte. Ces problemes sont abordes par GIAVAZZI et WYPLOSZ [1986].

 ANTICIPATIONS RATIONNELLES 101

This content downloaded from 
�������������193.55.96.20 on Wed, 12 Feb 2025 11:16:54 UTC�������������� 

All use subject to https://about.jstor.org/terms



 Cette condition est aussi suffisante, puisque W2 XI peut alors s'ecrire
 00

 (9) W2 X Z - A- W2ht+i.
 i = 1

 La donnee de x4 et la relation (8) contraignent l'etat initial de l'economie
 xo. Pour une valeur de celui-ci, satisfaisant ces restrictions, les equations
 (6) et (7) determinent une trajectoire unique et bornee [la matrice carr'ee
 obtenue en empilant W1 et W2 est reguliere et on verifie aisement que (5)
 est satisfait]. Pour que xo existe et soit unique il faut et il suffit que
 n2 = 2'

 PROPOSITION 1 (BLANCHARD et KHAN [1980]) : Sous les hypotheses H1 et
 H2, la condition necessaire et suffisante pour que (5) definisse une trajec
 toire unique et bornee est que la matrice A ait autant de valeurs propres
 de module inferieur a 1 qu'il existe d'endogenes predeterminees, et de
 valeurs propres de module superieur a l'unite qu'il y ait de variables
 anticipees. La trajectoire tend alors vers : xOO = (I - A) - 1 hX,.

 Une des difficultes du probleme de simulation est qu'il soit a echeance
 infinie. Elle peut etre surmontee par l'emploi de la relation (8), mais a
 condition de calculer prealablement les valeurs et vecteurs propres de A.
 Cette demarche ne pourra donc pas etre etendue aux cas non lineaire
 ou non autonome. Nous verrons que les methodes de resolution d'une
 approximation a horizon finie ne souffrent pas de ce defaut. Elles conduisent
 en revanche a une erreur dans le calcul du sentier economique, qui peut
 etre precisement evaluee dans le cas du modele examine dans cette section.

 2.3. Approximation a echeance finie

 Notre probleme est equivalent a celui a horizon fini:

 (10) xt=Ax + +ht, It T, x donne,

 W2XT= - A2 W2hT+i,
 i = 1

 c'est-a-dire que tous deux determinent la meme trajectoire sur leur intervalle
 commun de definition (1, T). En effet (7) reste valide pour le second
 probleme et s'ecrit a la date T

 / T

 W2 XT=A2(W2XO+ 2 A jW2 hj . En substituant dans cette relation la
 j=1

 valeur de W2 XT que. donne la condition terminale de (10), nous retrouvons
 pour W2 xO l'expression (8). Les trajectoires que definissent les deux nmodeles
 peuvent alors etre calculees recursivement en appliquant la relation (5), a
 partir d'un meme etat initial xo. Les methodes de resolution que nous
 considerons dans cet article ne traitent que du cas oui l'horizon est borne.
 Mais quand nous substituons un tel probleme a celui a horizon infini qui
 nous est originellement pose, la condition terminale que nous choisissons a
 peu de chances d'etre celle qui assure l'equivalence. Pour examiner les
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 consequences et l'ampleur de cette erreur dans le cas lineaire, nous allons
 proc'der en trois 'tapes.

 1. Supposons que la condition finale que nous posons revienne a l'attribu
 tion d'une valeur incorrecte w pour W2XT: w differe du niveau assurant
 l'equivalence, donne par (10), par une erreur e1. L'application de (7) aux
 dates t et T nous montre les consequences de ce mauvais choix pour W2 XI

 T-t

 (11) W2 x,= A -T-t) w-Z AI-W2 ht+.
 i= 1

 L'utilisation de cette formule a' la date 0 et la connaissance de xi nous
 permettent de calculer xo. La substitution de son expression dans (6) nous
 donne les effets sur W1 xt, de notre erreur

 (12) Wlxt=A' (W11-W12W21W21)2XO

 +AW2W 2-lA-t(A- (T-t)w

 A-(i-t)W2hi + E At-jWlhj. i=l j=l

 2. Notre condition terminale est en fait: CXT= C, OU C est une matrice
 de dimension n2x (nr +n2) et de rang n2. Notons V=(V1, V2) le tableau
 des vecteurs propres 'a droite de A, Vi etant celui associe 'a Ai, avec: i= 1, 2.
 Nous avons: VW = V1 Wl + V2 W2 = WV = I. Placons nous a' l'instant T,
 multiplions l'equation (12) par CV1, celle ( 1) par CV2 et sommons le tout.
 Nous obtenons l'expression de CXT qui resulte du choix de la condition
 finale: W2XT=W:

 (13) CXT=CV1 LA T(Wl W l2W1W2l)XO
 T-1

 -A1TW12 W2A1 E AjW2 hT
 j=O

 T-1

 + E A' W1 h i+C(VlATW1W2WI-A2T+V2)w.
 i=O

 En particulier quand w est fixe au niveau impliquant l'equivalence, cette
 relation donne la bonne valeur de C XT: C. Reciproquement, si nous rempla
 qons dans (13) C XT par c et w par W2 XT, l'equation obtenue determine la
 valeur de W2 XT qui resulte du choix de la condition terminale C XT = C.
 Notons par e2 l'ecart de c a c. (13) etablit la relation entre les erreurs

 5. L'existence et l'unicite de w requiert que C(V1 AT W12 W-2A -T+V2) soit de rang n2.
 Cette condition est assuree pour: C = W2, 1'expression etant alors egale a la matrice unite.
 Comme le rang de W2 est n2, et que le rang d'un produit de matrices est inf&rieur ou egal
 a celui de chaque matrice du produit, il apparait que: V1 A{ TW2 W2-A -T+V2 est de
 rang n2. Nous avons suppose qu'il en est de meme de C. Si T est grand w est determin&
 sans ambiguite si, et seulement si CV2 est de rang n2.

 ANTICIPATIONS RATIONNELLES 103
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 portant sur les valeurs attribuees aux deux types de conditions finales

 (14) e2=C(V1A21 W12 W22 A2 +V2)e1.
 Les equations (11) et (12) montrent que les consequences de e1 sur W1 XT
 et W2XT, ont pour amplitudes respectives: (A' W12 W2'2lt)AI(Tt)e1,
 et: Aj- (-t)'e1. Ce resultat et (14) etablissent la proposition

 PROPOSITION 2: Si la condition terminale est du type: CXT = C, O'U c est
 fixe independamment de T a un niveau n'assurant pas l'equivalence,
 l'erreur sur la trajectoire 'a l'instant : t - T, est, quand l'horizon T varie,

 majoree par une progression geometrique dont l'exposant est (T - t) et la
 raison l'inverse du plus petit module des valeurs propres de norme
 superieure 'a 1.

 Nous remarquons que si ce plus petit module depasse nettement l'unite
 et si nous desirons obtenir une trajectoire proche de celle du modele 'a
 horizon infini pour les t1 premieres periodes, l'horizon de simulation n'a
 pas besoin de depasser t1 de beaucoup, meme en presence d'une erreur
 appreciable sur la condition terminale.

 3. Un choix particulier mais raisonnable de la condition terminale est:
 Cxt=Cxo. En remplaqant dans (13) xl par xl, hi par h., et w par:

 00

 -Z A2-iW2hx , nous obtenons une expression de C x, et donc de c. Nous
 i= 2

 pouvons alors calculer l'ecart e2 de c ac:

 (15) e2 = c-c= CVAT(Wll-Wl2WZ-1W2l)2(4-4)
 T T

 -W1 2 W2-21 E A `W2 (hc-hi) + E A J Wl (hochj)1
 i=l j=l

 -(1ATW 12 221A2 +V2)A2 E A2_ j W2 (h O- hi). j=T+ 1

 Faisons l'hypothese qu'il existe une date 0 au-dela de laquelle l'environne
 ment a atteint son niveau limite: ht h. pour.: t> 0, et telle que 1'horizon
 de simulation soit au moins aussi eloigne : T >0. Alors l'erreur e2 sur la
 condition terminale devient:

 (16) e2 =CV1A{ [(W 1-W1 2W-21 W2 1) (Xl-Xo)
 0 0

 -W 2W21 A- iW2(hco-hi)+ A1 iWl(hoo-hj]
 i=1 j=1

 Ce resultat etablit la proposition

 PROPOSITION 3 : Si l'environnement ht se fixe 'a sa valeur limite 'a partir
 de la date (0 + 1), et si la condition terminale est de la forme : C XT = C X XI
 l'erreur e2 sur cette condition quand l'horizon T varie (au-dela de l'instant
 0) est majoree par une progression geometrique dont l'exposant est T et
 la raison le plus grand module des valeurs propres de norme inferieure
 a 1.

 Nous remarquons que si ce plus grand module est nettement en deqa de
 l'unite, l'horizon du modele n'a pas 'a depasser de beaucoup la date 'a partir

 104

This content downloaded from 
�������������193.55.96.20 on Wed, 12 Feb 2025 11:16:54 UTC�������������� 

All use subject to https://about.jstor.org/terms



 de laquelle l'environnement est proche de sa valeur de long terme, pour
 que l'erreur sur la condition terminale soit faible.

 3 Extensions au cas non lineaire et
 non autonome

 Une forme tres generale d'un modele a anticipations rationnelles est:

 (17) G[. . .,t-k EGk ( . *I* Zt+h-k9 .. *I* t, Mkt), . ,t, Mt] = O.

 A l'interieur de la fonction Gk l'indice k est fixe et celui h varie de 0 a H.
 Dans la fonction G, k evolue de 0 a K. t-kE represente l'esperance condi
 tionnelle a l'information disponible a la date (t-k). Mkt et Mt designent
 des vecteurs d'exogenes. Si ces derniers ont une evolution determi
 niste connue, (17) se reduit a un modele a anticipations parfaites
 pour lequel nous pouvons remplacer t- kEGk(. ., Zt+h-kI * ** t, Mkt), par
 Gk(. * ,t-kZt+h-k, .. I, t,t-k Mkt). Le modele prend alors la forme

 (18) (. *. t-kZt+h-k, ... , t, Lt)=0, 0h?H, H 0k<K.
 Comme dans le paragraphe 1.1, l'adjonction de variables artificielles permet
 d'obtenir l'expression canonique:

 (I19) f (Ytl-1, Yt, Yt + , t, Lt)= O
 Dans le cas general, nous ne pouvons qu'esperer que si les aleas exogenes

 sont de faible amplitude, et si les fonctions Gk et G sont proches de formes
 lineaires, alors (19) constituera une approximation acceptable de (17), et les
 previsions optimales de la date 0 pourront etre approchees par la trajectoire

 oY* qui satisfait

 (20) f(2Y*i, oY*, oYt-*' t, 0Lt)=0, t) 1
 Par la suite nous considerons la forme (20) dont nous aurons omis le

 pre-indice 0 et l'exposant *, et ce que nous appellerons endogenes, seront
 en fait les previsions a l'instant 0 de ces variables. La valeur initiale yO est

 toujours donnee et nous supposons que quand t augmente indefiniment, L,
 tend vers LC, et (20) a un etat stationnaire raisonnable unique:

 (21) f(y, y1 , y2, 0, L )=0
 vers lequel nous exigeons que Yt converge.

 Les methodes de resolution que nous exposons plus bas necessitent
 que nous approximions le probleme a horizon infini par un autre a eche
 ance T, dont la condition terminale peut-etre choisie telle que:
 C (yT, yl, yT + 1) = C (XT) = C (X); C etant un vecteur de n2 fonctions. Cette
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 contrainte finale peut fixer a leurs valeurs de long terme des variables
 anticipees, mais aussi des expressions telles le deficit des paiements courants,
 le taux de change reel, etc. Le choix d'un horizon est delicat. FAIR [1984]
 propose que le modelisateur augmente progressivement T jusqu'a ce que les
 resultats obtenus pour la periode qui l'interesse (1, t1) cessent de changer.
 WALLIS et al. [1986] montrent que cette procedure conduit a retenir un
 horizon relativement court pour les modeles britanniques. Si on continue a
 allonger au-dela la duree de la simulation, la trajectoire calculee ne change
 guere pour les premieres periodes, mais pas pour les autres. Les modeles
 seraient ainsi resolus avec des conditions terminales fort inexactes, mais cela
 n' aurait guere de consequences sur la periode d'interet pour des raisons qui
 doivent etre de l'ordre de celles donnees apres la proposition 2 pour le cas
 lineaire. Une strategie plus exigeante que celle de Fair necessiterait que
 l'environnement du modele soit quasiment constant au-dela d'un instant 0.
 L'horizon serait alors fixe a une date: T* >0, de fa9on a ce que toute
 simulation d'une duree superieure ou egale a T*, determine une trajectoire
 qui a atteint sensiblement son niveau stationnaire a partir de l'instant T**
 fixe compris entre 0 et T*. Certains modeles britanniques (voir par ex. HALL
 et HERBERT [1986]) preferent poser une condition terminale ne necessitant
 pas le calcul de xO,O du type: D(XT+1-XT)=O0, oU D est une matrice de
 dimension n2xn. Dans le cas lineaire et sous les hypotheses de la
 proposition 3, cette condition equivaut a la notre si : C=D(A-I). Elle
 nous semble cependant dangereuse. Pour le probleme a horizon infini, en
 suivant la demarche qui a permis d'etablir (13) et (16), nous obtenons:
 XT-XO =V1 AT E, ou' E est le terme entre crochets du membre de droite de
 (16). En consequence nous avons: XT+1 -XT=V1 (A1 -I)A1E. Si p1 est le
 plus grand module des valeurs propres de norme inferieure a 1 et si T est
 eleve, l'ecart entre XT+1 et XT est d'une amplitude (1 - p1) fois egale a celle

 de la difference entre xT+1 et xO,. Si p1 est proche de l'unite, (xT+I - XT)
 peut etre negligeable, c'est-a-dire XT peut ne changer qu'imperceptiblement
 avec T au dela d'une certaine date, alors meme que XT differe encore
 nettement de x.. Si dans le probleme a horizon fini, nous fixons celui-ci de
 fa9on a ce que les variations de xt soient negligeables dans les periodes qui
 le precedent, nous risquons de commettre une erreur appreciable 6 sur la
 condition terminale. WALLIS [1986, p. 52] remarque que les modelisateurs
 britanniques retiennent des horizons plus courts quand leur condition finale
 est en difference premiere, que quand elle egalise les valeurs de certaines
 variables a leur niveau de long terme.

 6. Ce point est illustre dans l'annexe informatique par des simulations du modele de LAFFAR
 GUE et MALGRANGE [1987] dans le cas ouj C1 est proche de l'unit&. Comme le plus
 petit module des valeurs propres de norme superieure a 1 est voisin de l'unite,
 le choix d'un horizon insuffisamment eloign6 a des consequences graves des
 les premieres periodes de la simulation. Il apparait aussi qu'en repoussant
 progressivement cet horizon nous ne modifions que lentement les valeurs des
 premieres periodes de la trajectoire, alors qu'elles sont passablement inexactes.
 Ce r6sultat doit inciter a la prudence dans l'application du critere de Fair de
 choix d'un horizon.
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 4 Revue des principales methodes
 de resolution

 Simuler le modele dans un but previsionnel revient 'a resoudre le systeme
 aux differences finies a deux bornes:

 (22) f(YI-1 2 2,=y 1, t,L )=O 1t <T
 y)donne, C(YT, YT, yT+1)=C.

 Ce probleme est classique pour les analystes numeriques qui distinguent
 deux categories principales de methodes (PRESS et al. [1986, chapitre 16]). 7

 4.1. Les methodes sequentielles du tir

 En effectuant le changement de variable de y en x, (22) peut etre reecrit
 (avec un leger abus dans la notation):

 (23) f (x - 1 Xt2 1,9 Xt, t, Ld)O, I At T, xldonne', C (XT)= C'

 Faisons l'hypothese qu'apres une eventuelle elimination ou transformation

 de variables, (23) determine xt de facon unique si xt et xt -1 sont donnes.
 Pour x0 fexe, une resolution sequentielle du modele des dates 1 a T permet
 de calculer XT et en consequence C[XT(X2)]. Le gradient de C en x2 peut
 etre obtenu de n2 resolutions recursives supplementaires, partant du voisi
 nage de ce point. La condition finale, qui est de la forme: C EXT (x)] =
 appara't comme un systeme de n2 equations 'a autant d'inconnues. En lui
 appliquant l'algorithme de Newton-Raphson nous obtenons la bonne valeur
 initiale de X2.

 La methode du tir est la plus intuitive d'un point de vue economique.
 Les modeles theoriques 'a anticipations parfaites sont habituellement amenes
 'a la forme (23) avec un horizon infini. Leurs trajectoires solutions, parame
 trisees par x2 sont alors calculees recursivement vers le futur, et celle qui
 ne diverge pas est retenue (voir par exemple SARGENT et WALLACE [1973],
 ou DORNBUSCH [1980, ch. 13]). Cette methode a cependant de gros inconve
 nients que nous allons examiner dans le cas lineaire (5), avec ht egal 'a h
 constant, x4 fixe 'a x', et la condition terminale: C(XT-XO)=O, OiU C est
 une matrice de dimension n2 x n. La solution pour x2, est alors x2 . Notons
 par kk, Vk et Wk les valeurs propres de A rangees par normes decroissantes
 et les vecteurs propres 'a droite et a' gauche associes. Le tir a partir d'une

 7. HOLLY et ZARROP [1983] introduisent une procedure originale recourant a un algorithme
 de contr6le optimal, qui n'entre pas dans cette classification.
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 valeur x4 quelconque donne le resultat:

 C (XT - X.) = CAT (X- xO-X ) = GT (XO-X),

 nl +n2

 avec : GT = Z XTCVk wk, ou wk represente le vecteur ligne constitue des
 k= 1

 n2 derniers elements de Wk. GT est le gradient qui doit etre inverse dans
 l'algorithme de Newton-Raphson. L'ordinateur ayant une precision limitee,
 il ne pourra stocker quand T devient eleve, qu'une approximation GT
 limitee aux n' premiers termes de la somme qui definit GT les autres termes
 etant devenus numeriquement negligeables. n' diminue quand T augmente
 jusqu'a une borne inferieure n', egale au nombre de valeurs propres de plus
 grand module. Comme le rang de GT est au plus de n', cette matrice devient
 singuliere quand T croit (si: n2>n', bien sufr). Plus precisement l'equation
 qui devrait permettre de calculer X: GT(X- x2) =0, a pour racines tous
 les elements du sous-ensemble X de R'2, obtenu en ajoutant a x2 le noyau
 de GT. Ce n'est pas le seul inconvenient de la methode. Fixons 4 a (X2 + ?),
 ou x est un element de X, et oui ? n'appartient pas au noyau de GT mais
 est tres petit. Alors : (4X2- x2)=GT , et ce vecteur a au moins une
 composante qui tend vers l'infini avec T. Si x2=X2 , nous remarquons que
 la trajectoire obtenue par resolution sequentielle du modele diverge, alors

 meme que l'erreur commise sur la condition initiale est d'une ampleur a
 peine perceptible par l'ordinateur.

 Ces defauts sont serieux parce qu'il y a beaucoup de chances qu'un
 modele macro-economique ait des valeurs propres de modules tres superieurs

 8
 a 1, ce qui implique que 'T devient rapidement singulier quand T
 augmente, alors que d'autres valeurs propres aient leurs normes proches de
 l'unite, ce qui oblige a retenir un horizon T eloigne.

 Pour remedier a ces inconvenients les analystes numeriques (voir KELLER
 [1976]) ont developpe la methode du tir multiple, qui a ete introduite en
 economie par LIPTON et al. [1982]. La duree de simulation est divisee en
 (s + 1) intervalles par les dates : 0 = tO < tl < t2 < ... <ts < T. Pour chacune
 d'entre elles, sauf la derniere, nous choisissons des valeurs de debut d'inter
 valle xt1, i= 1, 2, j=O, . .. , s. (en fait x4 nous est impose). Une resolution
 sequentielle adequate du modele sur T periodes au total, permet de calculer
 les valeurs associees de fin d'intervalle : xt +1) (X2', 42), pour : I s - 1, et
 XT (Xs, X2S)- La solution de (23) doit verifier:

 (24) Xt(J+ )(xX , XJ)=2 =XI(J+), pour i= 1, 2; j=O, . . .,s- 1
 C [XT (Xt(s, Xts)]C

 C'est un systeme de : (n1 + n2) s+n2 equations a autant d'inconnues, auquel
 nous pouvons encore appliquer Newton-Raphson. L'obtention des valeurs
 finales et des gradients requiert cette fois : n1 + n2I resolutions squen
 tielles du modele (en fait n1 d'entre elles ne commencent qu'a la date t1) a

 8. Elles refletent 1'existence d'ev&nements futurs qui, meme s'ils sont prevus depuis longtemps,
 n'ont d'influence sur 1'economie que quand on est proche de leur echeance.
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 chaque pas de l'algorithme. Le nombre de predeterminees, n1, pouvant etre
 eleve, ce calcul risque d'etre lourd, comme celui de l'inversion du gradient
 (bien que sa structure particuliere contribue a la faciliter). Cela, ajoute au
 tatonnement necessaire pour determiner des intervalles adequats, semble
 avoir decourage les constructeurs des gros modeles a anticipations rationnel
 les d'utiliser cette methode.

 4.2. Les methodes globales de relaxation

 Celles-ci considerent (22) comme un systeme de (nT+n2) equations a
 autant d'inconnues. Elles ne tirent pas directement profit du caractere
 dynamique du modele, en effectuant des resolutions sequentielles de celui
 ci par exemple. Mais elles cherchent 'a beneficier de l'implication de ce trait
 sur la structure de la matrice d'incidence. Le principe de ces methodes est
 de partir d'un choix initial raisonnable d'une trajectoire y(O) (0 t < T), qui
 tres probablement ne satisfait pas les equations du modele. Ce choix est
 ensuite ameliore au cours d'une succession d'etapes j, jusqu'a ce que soit
 << relaxe >> un sentier de l'economie y(J) qui verifie (22) avec un degre
 d'approximation suffisant. Les economistes ont recouru pour cela a l'algo
 rithme de Gauss-Seidel et 'a ses variantes (Jacobi, sur relaxation, etc.). Notre
 exposition sera plus claire si nous prenons la condition finale un peu moins

 generale que yT est donne.
 Il est habituellement facile, apres un changement eventuel de l'ordre des

 equations, de reecrire (22) sous la forme

 hi (yl 2~ Yt+, t); (25) Yi, t y=h( Yi t, Yijt, Y2+
 i= 1, . . ., n; I -< t __T; 1O et y2 + donne's.

 yi t et yi t designent respectivement les (i - 1) premieres et les (n - i) dernieres
 composantes de yt, le i-ieme terme de ce vecteur etant yi, t. HALL [1985]
 propose d'appliquer directement Gauss-Seidel a l'ensemble des n T relations
 qui constituent le systeme (25). Si y(j- ) designe la trajectoire retenue a
 l'etape (j- 1), nous determinons y(J) par:

 (26) yO = hi 5y1 (j) , J) _(i7 1) y2( j1), t)

 Dans un modele ou' il n'y aurait pas de variables rationnellement anticipees
 cette methode ne degenere pas en la procedure usuelle : celle-ci applique
 Gauss-Seidel sequentiellement pour chaque periode et ne passe a la suivante
 que lorsque l'algorithme a converge a celle en cours. Hall a compare les
 deux algorithmes dans cette situation (en utilisant une version du modele
 du National Institute) et a conclu que le sien necessitait deux fois plus
 d'iterations.

 La methode qu'introduit FAIR [1984] a la propriete de degenerescence qui
 manque a celle de Hall. Au pas d'iteration j le modele est resolu recursive
 ment de la premiere 'a la derniere periode : 'a la t-ieme, y(i) est calcule comme
 solution de: f (y 1?, (j) y2 (j -1)) 0. Dans cette equation y1 (j) figure a sa
 valeur obtenue lors de la resolution du modele a la meme etape mais a la
 date anterieure (y' est donne), et y2(i -1) est un resultat obtenu au pas
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 precedent (ou est le choix initial si: = 1; A ?1 est donne). Nous poursuivons
 les iterations jusqu'a ce que les valeurs calculees pour les variables anticipees
 soient stabilisees: y2(J) 2(J-1) (1 t < T). La procedure de Fair n'est pas
 sans rapport avec celle du tir multiple. Supposons que pour celle-ci nous
 fixions la duree de l'intervalle 'a une periode elementaire et que nous
 remplacions Newton-Raphson par Gauss-Seidel. Pour toute etape et chaque
 date t, le modele doit &re resolu dans les deux methodes. Mais pour la
 premiere cette resolution revient 'a calculer yt pour yN-1 et y2+1 donnes,
 alors que pour la seconde nous cherchons 'a obtenir xt pour xl1- et X2
 fixes (c'est-a-dire 3 y y2 + en fonction de y1- et y2). Laquelle de ces
 procedures est la plus simple depend evidemment du modele considere.

 A l'etape j, Fair applique 'a chaque periode l'algorithme de Gauss-Seidel
 aux equations du modele. I1 ne passe a la date suivante que quand la
 convergence a ete obtenue. Mais est-il raisonnable de r'soudre le modele a
 l'instant donne avec une grande precision, alors que les valeurs futures des
 variables anticipees ont ete fixees 'a des niveaux qui pourront etre fortement
 revises dans les etapes ulterieures ? Hall pechait par l'exces contraire puisqu'il
 n'effectuait qu'une iteration par periode. Un bon compromis semble etre
 d'iterer Gauss-Seidel plusieurs fois 'a chaque date, mais pas jusqu'a la
 convergence, du moins tant que les valeurs des variables anticipees varient
 notablement d'une etape 'a la suivante. 9

 5 Une methode de relaxation uti
 lisant l'algorithme de Newton
 Raphson

 Appelons xt le vecteur a' (n1 + n2) dimensions obtenu en empilant x' et
 x2, et SO le tableau de format n1 x (n1 + n2), tel que ses n1 premieres colonnes
 constituent la matrice unite et que les n2 dernieres soient nulles. Ces nouvel
 les notations nous permettent de reecrire (23) sous une forme un peu moins
 lourde:

 (27) f (Xt-1 xt, tL), I= < t -<T, So x0=xo, C(XT)=C

 f et C sont des vecteurs de fonctions de dimensions respectives n et n2. Xo
 et c sont des vecteurs de parametres de formats n1 et n2. Simuler le

 9. Cette idWe est d&veloppee de fa9on pertinente par FISHER, HOLLY et HUGUES HALLET
 [1986] ainsi que par FiSHER et HUGUES HALLET [1988]. Ces auteurs comparent aussi les
 efficacites des diverses variantes de Gauss-Seidel, et illustrent leurs considerations theori
 ques d'applications a des modeles britanniques.
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 modele revient a resoudre ce systeme de (n T + n1 + n2) equations a autant
 d'inconnues.

 5.1. Transformation d'un probleme non lin'eaire en
 une succession de problemes lineaires

 Le principe de la methode de Newton-Raphson est de passer par une
 succession d'etapes, chacune d'entre elles demandant la resolution d'une
 approximation lineaire de (27). A l'etape j nous disposons d'une trajectoire
 xt calculee au pas precedent (ou fixee par le modelisateur au debut du
 processus iteratif). Elle ne satisfait en general pas les relations de (27). Nous
 lui substituons alors la trajectoire meilleure: xti Xi- 1) + Axt, qui verifie
 l'approximation lineaire de (27) calculee au voisinage de x(i - . Axt est ainsi
 la solution du systeme:

 n, +n2 n, +n2

 Si,k,l2S AAxO=xlO-( k=1 ) ic-N1 Si k,o ^Xk, o , ? E Si, k, 0 X7kj, )
 k = I k = 1

 nl +n2 n
 i,, k,t)-1 + Z 0 AXk2,tA 1

 2 k (i = ) AXk t-1 k 1 i, k+nl +n2, t (28) k =1 k =1

 | =-~~~~~~~~~~~~fi (Xat'=l ), Xti ) ) i c- N
 n

 Z - S T+1 AXk,T = Ci-Ci (x(J )) ie N2
 k= 1

 avec:

 k, lt) = fi (x, x, Lt),LXkx)=xjaL1), xk1j- 1), i , N, keN3;

 S'Jk+) 1+n, t = [Et X xt t/@kx=g=l x- 1 ) i, k c- N;

 Si, k T+ = [l Ci (x)/1x ]X=xy- 1), ie N2, ke-N;
 et: t= 1, ... ., T.

 Cj, Cc, Xk, Xk, Xk, AXk, t AXk, t designent la i-ieme ou k-ieme composante
 des vecteurs de meme nom. Si k, O est l'element generique de la matrice SO.
 N1, N2, N3 et N representent respectivement les ensembles: (1, .. .,

 (1 .,. n2), (1, . . ., n, + n2), (1, . . ., n).

 La trajectoire ainsi obtenue pourra 'a son tour etre amelioree par la meme
 procedure. Comme les << courbures ?) des modeles macro-economiques sont
 faibles, au moins dans leur domaine d'utilisation, nous pouvons esperer que
 le nombre d'iterations sera reduit. Les derivees partielles de f etant calculees
 a chaque pas et pour chaque date, il semble souhaitable que le programme
 informatique dispose de leur expression analytique. Leurs valeurs numeri
 ques peuvent alors etre calculees au fur et 'a mesure du besoin, ce qui limite
 le volume d'information a' stocker.
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 5.2. Resolution d'un modele lineaire non autonome a
 anticipations rationnelles 10

 Nous devons maintenant resoudre le systeme (23). Celui-ci peut s'ecrire
 sous une forme plus concise: S x= s, oui S, ;i? et s, sont une matrice
 carree et deux vecteurs de dimension (n T + n1 + n2). La structure de S est
 tres particuliere. Pour mieux la comprendre nous avons represente (23) sur
 la figure 1 dans le cas oiu il y a 5 variables endogenes, dont 2 sont
 predeterminees, 1 statique et 2 anticipees et pour un horizon T de 3. Les Z,

 D et A du membre de gauche representent les coefficients Si ,j , les V sont
 les inconnues, et les blancs des 0. Les elements du membre de droite sont
 representes par des S et des A. Les deux premieres lignes concernent les
 conditions initiales et les deux dernieres les finales. Les 3 blocs de 5 lignes
 figurent le modele aux dates: t= 1, 2, 3.

 La methode de resolution utilisee repose sur une forme de l'elimination
 de Gauss qui triangule S. Le systeme qui est obtenu est represente sur la
 figure 2. Les n2 n T elements de la matrice qui ne seront ni nuls, ni egaux ae
 1, ainsi que les (n T + n1 + n2) membres de droite, sont stockes dans la

 memoire de l'ordinateur. La trajectoire est alors calculee recursivement, en
 commencant par la derniere equation.

 L'elimination procede de haut en bas en (T + 1) etapes.

 Premiere etape

 Nous considerons les conditions initiales et le modele 'a la date : t= 1 et
 nous nous rapportons a la figure 1. Dans celle-ci Z represente les termes
 qui vont etre elimines et A ceux qui seront alteres. D sont les elements
 d'une matrice carree que nous allons diagonaliser. Les coefficients qui
 doivent etre stockes en memoire sont representes par des S, dans les
 schemas 1 et 2. Dans ce dernier, les lignes pour lequelles t egale 0 ou 1,
 montrent comment le systeme a ete modifie au terme de l'etape. Celle-ci se
 divise en deux parties.

 1. En ajoutant aux equations de la periode 1 des multiples convenables
 des conditions initiales, nous eliminons tous les Z. Les S et les A des
 membres de gauche ne sont pas modifies.

 2. Nous diagonalisons ensuite le bloc des D. Pour cela : (a) Nous divisons
 la premiere relation par le premier terme diagonal; ce coefficient est remplace
 par 1. (b) Chacun des autres coefficients diff6rent de zero de la premiere
 colonne de D est annule, en ajoutant 'a la relation dans laquelle il intervient
 un multiple convenable de la premiere. (c) Nous recommenqons avec la
 seconde equation et ainsi de suite jusqu'a la derniere.

 Cette procedure ne peut fonctionner que si la diagonale du tableau des
 D ne contient pas de zeros, ni de termes numeriquement negligeables. Pour
 etre assure que cette condition est satisfaite il suffit d'effectuer un pivotage

 10. Ce paragraphe est pour 1'essentiel une adaptation de PRESS et al. [1986, p. 591-594].
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 Relations Variables Membres de
 droite

 Conditions 1 V S
 initiales I V S

 Z Z D D D D D A AV 1xo A
 Z Z D D D D D AA V A

 t = 1 Z Z D D D D D AA V A
 Z Z D D D D D A A V I xl A

 ZZDDDDDAA V &x1 A
 Z Z D D D D D AA V A
 Z Z D D D D DA A V A

 t =2 Z Z D D D D D AA V A
 Z Z D D D D D A A V Ix x2 A

 Z Z D D D D D A A V &x-2 A
 Z Z D D D D D A A V A
 Z Z D D D D D A A V A

 t =3 Z Z D D D D D A A V A
 Z Z D D D D D A A V AX3 A
 Z Z D D D D D A A V | b3 A

 Conditions Z Z Z D D V A
 f inales Z Z Z D V A

 FIGURE 1

 Le systeme avant sa triangulation

 (s1sv s
 tsO 0 1 v s

 ? 1 1 SS V S
 1 sss v s t 2 1 SS V S 1iSS V dI S

 1 SS V) S
 1 SS S
 1 SS V S

 t=2 i ss ~~~~~~~~~~~~ss v~ s
 t = 3 1 s S v SS S

 1 SS V S
 - - - - - - -1 SS V S

 1 SS V S
 t = 4 1 SS s 1SS i

 t=4?1 S
 --------------------------------------

 FIGURE 2

 Le systeme apres sa triangulation
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 partiel implicite, qui compare les coefficients D divises par le plus grand
 element de leurs lignes respectives, et change l'ordre de celles-ci.

 Deuxieme etape

 Nous considerons le modele pour la deuxieme periode (il est represente
 sur le schema 1) et pour la premiere apres la transformation precedente, tel
 qu'il apparalt dans la figure 2. Les lignes de celle-ci pour lesquelles: t=2,
 montrent le resultat obtenu au terme de cette etape. Elle differe peu de la
 precedente. Simplement dans sa premiere partie, quand les n1 dernieres
 equations du modele a la date 1 sont ajoutees, apres multiplication par des
 valeurs convenables, aux n equations du modele a la date 2 afin d'eliminer
 les Z, alors les n2 premieres colonnes de la matrice D sont aussi alterees.
 Les (T -2) etapes qui suivent sont identiques a celle-ci.

 Derniere etape

 Au debut de celle-ci nous considerons les conditions finales (fig. 1) et le
 modele pour la T-ieme periode apres l'alteration de l'etape precedente
 (fig. 2). Les (n1 +n3) dernieres lignes de celui-ci permettent d'eliminer les
 variables Z. La matrice des D, qui est maintenant de format n2 x n2, est
 ensuite reduite a celle unite.

 La procedure symetrique de celle que nous venons d'exposer revient
 sensiblement a celle proposee par CHOW [1985, chapitre 15]. Elle consiste a
 donner a la matrice S une forme triangulaire infrieure, puis a calculer la
 trajectoire recursivement en commencant par la premiere equation. Dans
 notre methode la matrice triangulaire que nous devons stocker comporte
 n (n2+1) coefficients par periode. Une etape usuelle requiert un nombre

 d'alterations de coefficients qui est de: n5 i+n1 (n2 +1) dans sa pre
 -n

 miere partie et de :n i+ n (n2+ 1) dans sa seconde. Les performances

 de la procedure de Chow s'obtiennent a partir de celles-ci, en permutant n1
 et n2. Le plus souvent le nombre de variables predeterminees est tres
 superieur a celui d'anticipees (n1 > n2). Nous constatons alors que notre
 methode requiert pour chaque periode un stockage plus faible [de n (n1 - n2)
 elements] et un volume d'alterations moindre [de n (n, - n2) (n1 + n3- 3)/2].

 5.3. Amelioration des performances de la diagonali
 sation des matrices de D

 Nous considerons une etape t, autre que la derniere. La matrice des D a
 n colonnes. Les n2 premieres sont associees au vecteur y2 et ont et modifiees
 dans la premiere partie de l'etape. Les n3 suivantes et les n1 dernieres, qui
 correspondent respectivement a y3 et y1, n'ont pas ete alterees: leur tableau
 d'incidence est donc le meme que pour le modele a la date t. Prealablement
 a la simulation nous classons les variables qui composent chacun de ces
 deux derniers vecteurs, de la facon suivante. Notons Dij lelement generique
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 de la matrice des D. Pour tout j verifiant: n2 + 1 -jl j -j2, n, ou j, et j2
 sont deux bornes fixes, nous avons: (a) Dii ni nul, ni numeriquement
 negligeable; (b) DJk = 0, pour tout k verifiant: j1< k j2. Les conditions
 reviennent a' considerer que les variables indicees j peuvent etre calculees
 recursivement si nous connaissons les valeurs passees des predeterminees et

 futures des anticipees, ainsi que celles de: (/, - 1) + (n-j2) variables de
 bouclage. Cette classification est plus contraignante que celle frequemment
 utilisee pour resoudre les modeles sans anticipations rationnelles (ARTUS,
 DELEAU, MALGRANGE [1986, p. 213-215]). Ici toutes les grandeurs anticipees
 doivent etre de bouclage, et l'ordre de la recursivite doit d'abord concerner
 des variables statiques, celles predeterminees ne venant qu'ensuite.

 La diagonalisation du bloc des D procede d'abord par rang croissant de
 colonne, de ]1 ai j2 (sans pivotage). Pour j superieur a jl, il n'y a pas lieu
 de combiner la ligne j avec celles de rang i inferieur: en effet l'element D
 est deja nul. La diagonalisation se poursuit ensuite pour les (n -j2 +j1 - 1)
 colonnes restantes, comme indique dans le paragraphe precedent.

 6 Conclusion

 Cet article presente une revue des diff6rents problemes souleves par la
 simulation d'un modele macroeconomique avec anticipations rationnelles,
 et des methodes developpees pour surmonter ces difficultes. Il introduit
 aussi une procedure de resolution qui nous semble nouvelle en economie.
 Nous l'avons appliquee 'a une maquette de petite taille. Mais nous esperons
 qu'elle peut l'etre 'a des modeles d'une dimension plus importante, atteignant
 jusqu'a la centaine d'equations quand ils sont ecrits sous la forme (19).
 Nous travaillons actuellement au developpement d'un tel modele pour la
 France.
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 ANNEXE 1

 Nous considerons le modele sous la forme (1) et procedons en trois etapes.
 1. Nous introduisons les vecteurs

 7= t+ 1
 It

 tzt+hi L 0=FO1

 et les matrices

 'Boo BO, ... BOH
 ?= LO ' |j' B0 = [ kO Bkl * BKH1 k 1

 B . 1= . . .
 O -I O

 ou I et 0 designent les matrices unites et nulles convenablement dimension
 nees.

 (1) se reecrit:

 (29) Bl Ztl + Bl Ztl_ 1 + ...+ Bl Ztl_K + 11ttl

 ou iX + 1 est 1'esperance a la date t du vecteur t+ 1.

 2. Nous definissons les vecteurs

 t2==Ht]j, L~2z= L

 et les matrices:
 Bo~~~~~2 B1 2. . K0

 B2~~~~ ~~~~ - L I .
 B-i]

 ... les matrices

 _O Ol ... IlK

 B = B 1 0 .* .. 0 . (29) se

 (30) 0

 16
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 ou tZ2+ 1 est 1'esperance a la date t du vecteur Z2+ 1

 3. I1 nous suffit de poser:

 Yt-Yt =t, C= 0 ) Yt t 9)

 pour obtenir une forme (2), qui est particuliere au sens ou il n'apparalt pas
 de variables statiques, c'est-'a-dire de vecteur y3.

 Si Boo est inversible, il en decoule immediatement que Bl, B2 et CO le
 sont aussi.

 4. La demarche proposee dans cette annexe pour obtenir une forme
 canonique de (1) ne recherche pas l'economie dans la dimension des matrices
 et des vecteurs qu'elle fait intervenir. I1 sera souvent aise de l'alleger en
 tirant partie des structures des matrices Bkh, et d'obtenir une forme canoni
 que moins lourde oiu certaines variables n'apparaltront que sous forme
 contemporaine (seront statiques).
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 ANNEXE 2

 Apres multiplication des deux membres par C`' et elimination des varia
 bles statiques, le modele (3) peut etre ecrit sous la forme

 (31) 0 oyt+l+y +ToFy -=T t
 Eoy 2 +l + Gyl- 1= ul

 y1 et ul d'une part, y 2 et u2 d'autre part, sont des vecteurs de dimensions
 n, et n2. Do, Eo, F et G sont des matrices. Nous definissons: ro=n2, et
 To = 'rol lq etant la notation generique de la matrice unite de taille q.

 Supposons que To Do ne soit pas inversible. Alors (To Do est de rang:

 r, <ro. Il est possible de calculer trois matrices Dl, El, Tl, de dimensions

 respectives r x r n, x ri, r, x ro, telles que D) et T, soient de rang rl,

 et avec: ToDo=D1 T,, Eo=E1T,. Posons: y*"=Tly2, et multiplions la
 premiere equation de (31) pair T,. Le modele se reecrit:

 3T lD,y*1 +y*'+T,T0Fy, ==T Tou 2 (32) 1 Eyt l y+1 + Gy =u

 Si T, D, n'est pas reguliere nous procedons de la meme facon, et cela s
 fois au total, jusqu'a ce que nous disposions du systeme:

 (33) TsDsyt+,+y* +Ts ToFy ,=Ts... Tout
 ESY' +y + Gylp,=ul' t syt*+l+lGll

 tel que Ts D. soit inversible. Alors

 (34) tl s s I
 I --- rsIT T o_F - )( tOt)

 Cette ecriture est du meme type que celle de l'equation (5). Si en suivant
 par exemple la demarche du paragraphe 1 . 2, nous determinons une trajec
 toire pour y1 et ys*, nous pouvons calculer de facon recursive celle de y?t2
 partir des premieres relations de (31), (32), etc.:

 ( T' y= (u2 - Fyl1)-GD, Uy
 (3) y*+,lT,T0(ut?, -Fy1')-D2y*+2

 t t*s-1 s-1 **To (i42+5,-Fyl+ _)-D y*+S
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